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Resumen. El diseiio y cdlculo de sistemas mecdanicos con componentes flexibles
frecuentemente requiere, ademas de la informacion del movimiento, el estado tensional. La
industria demanda sistemas mecanismos que son cada vez mas desafiantes para el diseiiador,
siendo la agilidad un valor muy apreciable y las herramientas de simulacion un aspecto
clave del proceso de diserio. En este trabajo se presenta la adaptacion de una metodologia de
andlisis de sistemas multicuerpo flexibles para contemplar no linealidades geométricas como
el fenomeno de rigidizacion dinamica. Se ensayan varias propuestas que permitan mantener
la eficiencia y mejorar la precision.

1. INTRODUCCION

El disefio y célculo de sistemas mecanicos con componentes flexibles frecuentemente
requiere, ademas de la informaciéon del movimiento, el estado tensional. La industria
asociada demanda sistemas mecanismos que son cada vez mdas desafiantes para el
disefiador, mas versatiles, mas flexibles, que operan a mayor velocidad, se emplean nuevos
materiales... etc. El tiempo que transcurre desde la necesidad de un nuevo disefio, hasta su
puesta en el mercado es inversamente proporcional al beneficio obtenido y, en algunos
casos, determinante por la competencia existente. Asi, la agilidad es un valor muy
apreciable que las herramientas de simulacion posibilitan.

Existen dos grandes familias de formulaciones que permiten la obtencion de tensiones en
mecanismos: la familia basada en la aproximacion de sistema de referencia moévil y la
familia de formulaciones globales. La primera estudia el movimiento de gran amplitud de
cada componente y el movimiento de pequeia amplitud debido a la deformacién a través
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de coordenadas distintas, definiendo estas ultimas en un sistema de referencia movil
asociado con el componente flexible considerado. La segunda familia no realiza esta
separacion, utilizando coordenadas en un sistema de referencia inercial. Ambas presentan
ventajas e inconvenientes en su aplicacion. La familia que emplea sistemas de referencia
moviles se aplica a mecanismos cuyos componentes trabajan bajo la hipotesis de pequefias
deformaciones. La familia de métodos globales contempla hipdtesis de trabajo mas
amplias, permitiendo abordar problemas con no linealidad geométrica, de grandes
deformaciones, comportamiento no lineal del material, cambio de condiciones de
contorno, etc. Sin embargo, esta familia de métodos necesita un numero elevado de
variables y emplea siempre las complejas relaciones necesarias para abordar estos
problemas, incluso cuando el comportamiento es sencillo. Por comparacion, el nimero de
variables que necesita emplear la primera permanece moderado. Ademas, en la practica,
existe un gran numero de mecanismos en los que la hipdtesis de pequefias deformaciones
de componentes resulta adecuada. Por ello, esta primera familia de formulaciones, que es
la mas extendida, presenta ventajas importantes que justifican su estudio en el marco de la
mejora de las herramientas de simulacion para diseflo de mecanismos.

En trabajos anteriores se ha presentado una metodologia de anélisis dindmico de sistemas
multicuerpo con componentes flexibles, basado en la aproximacion de sistema de
referencia movil, que proporciona soluciones fiables de movimiento, deformacion y
tension en componentes, bajo la hipdtesis de pequefias deformaciones, a un coste
computacional excelente.

En este trabajo se describe la adaptacion de dicha metodologia para contemplar no
linealidades geométricas como el fenomeno de rigidizaciéon dindmica. Se comprueba que
capta perfectamente dicho fendmeno, comparando los resultados producidos por la misma
sobre un ejemplo tipo benchmark, con los ofrecidos por la literatura.

A continuacidon se ensayan propuestas para determinar una formulacion Optima para el
calculo de esfuerzos, que permita mejorar la precision manteniendo la eficiencia de la
metodologia, y clarifiquen el rango de aplicacion de dicha metodologia.

Dichas propuestas son dos: en primer lugar, la introduccion de un mayor nimero de modos
de deformacioén que complete el campo de desplazamientos supuesto, y en segundo lugar,
el empleo de otras coordenadas para los desplazamientos de pequefia magnitud, menos
habituales en el estudio de sistemas mecanicos con componentes flexibles. De la
comparacion de esfuerzos con un programa de elementos finitos se extraen conclusiones
respecto a la precision del método propuesto.

Finalmente, se analiza la eficiencia, con el objetivo de conseguir tiempo real en la
simulacion de este tipo de sistemas mecanicos en ordenadores convencionales.

La descripcidon de la metodologia de analisis dindmico de sistemas multicuerpo flexibles,
denominada en adelante metodologia DSMF, que permite la simulacion dindmica de
sistemas multicuerpo con elementos rigidos y flexibles de una forma totalmente
compatible y que produce resultados precisos y eficientes se efectua en [1].
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2. ADAPTACION DE LA METODOLOGIA DSMF ANTE EL FENOMENO DE
RIGIDIZACION GEOMETRICA.

Se ha demostrado la incapacidad de los modelos dinamicos basados en las relaciones
lineales deformacidon-desplazamiento para reproducir el fendémeno de rigidizacion
geométrica [2], fendmeno crucial en la modelizacion, por ejemplo, de vigas esbeltas
experimentando grandes rotaciones de soélido rigido a velocidades elevadas. En casos
como éste, es necesario introducir la no linealidad geométrica en el modelo.

En el contexto de la simulacion de sistemas multicuerpo, el objetivo es encontrar el vector
de fuerzas internas elasticas basado en las relaciones cinematicas no lineales deformacion-
desplazamiento, manteniendo la aproximacién de sistema de referencia moévil en la
descripcion del movimiento. En este caso, el tratamiento del movimiento de sélido rigido
de cada cuerpo se independiza de la modelizacion de la deformacidn, permitiendo una
relativamente facil extension de muchas de las formulaciones dindamicas existentes a
regimenes de movimiento donde los efectos geométricos no lineales son importantes.
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Figura 1. Desplazamientos elésticos de una viga plana de Euler-Bernouilli.

El fendmeno de rigidizacion geométrica en vigas se ha introducido efectuando la
descripcion cinemadtica del campo de deformaciones en términos de los desplazamientos
elasticos convencionales, e introduciendo las relaciones deformacion-desplazamiento no
lineales en la formulacion de la energia de deformacion.

Se realiza el planteamiento en una viga esbelta (hipdtesis de Euler-Bernouilli) de seccion
constante A, inercia [/ y longitud L, con movimiento plano, cuyo campo de
desplazamientos elasticos queda descrito por el vector u:

u:{“}:[%_)"’o,x} (1)
v v,

Siendo u, y v, los desplazamientos en las direcciones axial y perpendicular de la viga de
ov, .

los puntos del eje elastico, respectivamente, y v, = el giro de la seccion. El

planteamiento es generalizable a vigas con movimiento espacial [3]. Las relaciones
deformacion-desplazamiento no lineales para este sistema se concretan en la siguiente
expresion:
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Eo =g () + () [z 5 (0) @

Es una practica habitual despreciar el término (ux) frente a u .Se formula la funcion

energia de deformacion:
E 2
=S (B av ©

Introduciendo la expresion (1) del campo de desplazamientos y desarrollando se obtienen
los siguientes términos,

p B s B ) e B s B o (s @

" £ 8

Despreciando el término V,, la expresion de la energia potencial queda

VzE—A ( ) dx+—j dx+E—A uof(voi)zdx (5)
2 2 9L AT

en la que, ademas de los términos clésicos, se ha incluido el término de tercer orden que
acopla el desplazamiento axial y el desplazamiento transversal.

Se considera un elemento finito tipo viga de Euler Bernouilli con movimiento plano, con
tres grados de libertad por nudo, los dos desplazamientos en el plano y el giro respecto de
la direccion perpendicular al mismo. El elemento finito, el vector de grados de libertad
nodales y las funciones de aproximaciéon empleadas para interpolar el campo de
desplazamientos se muestran en la Figura 2.

A 9] 1%) 92 - uo=h1u1+h4u2
Oul Ouz X Vo= hyvi+t hs O+ hsva+ he O
e h1= 1-r
L hy=1-37+27
— hy=(-r+2F-¥)L°
quT:[ul v 6 u, v, ‘92] hj:,{ /
h5=3r2-2r3
r=x/L he= (*-r) L

Figura 2. Elemento finito viga con movimiento plano: funciones de interpolacion y grados de libertad.

En la expresion (5) de la energia potencial, se introduce el campo de desplazamientos
propuesto para este elemento, reflejado en la Figura 2, y se obtiene la energia de
deformacién para un elemento finito:
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1 * 1 e ~e*
Ve= 5 qe TKLMEqu +—= ) quKGMEqu (6)

siendo q¢ el vector de desplazamientos nodales del elemento finito y, K7 ,,r v KGpr >

las matrices de rigidez cldsicas lineal y geométrica, respectivamente, del método de
elementos finitos, para dicho elemento.

B4/ ¢ 0 0 _EA/IL* 0 0
12EI/L® 6EI/L°* 0 —12EI/L® 6EI/L°*
. 4El/ L 0 —6EI/L**  2EI/L
KLMEF = EA/Le 0 0 (7)
12EI/L° —6EI/L°*
| sim AET/ L° |
0 0 0 0 0 0 |
6/5L° 1/10 0 —-6/5L° 1/10
. EA 2[°/15 0 —1/10 L°/30
K ver =?(“2 _”1) 0 0 0 (8)
6/5L° —1/10
| sim 2L€/15_

La matriz de rigidez geométrica depende linealmente de los desplazamientos nodales
axiales del elemento. Para poner de manifiesto esta dependencia, dicha matriz se puede

descomponer en una matriz constante, denominada K¢, .-, que depende tnicamente de la

longitud elemental y afecta unicamente a los grados de libertad v y 6, multiplicada por el

factor %(u2 —ul). Asi, la expresion (6) queda:

1_., 1 EA it
Ve= Eq; 'K LMEFq/ 2 ?(”2 —U ) qf TKGLMEqu (9)

Se considera un sélido flexible discretizado en nef elementos finitos de igual longitud L° y
seccion A4, y nnd nudos. La energia de deformacion para este sélido flexible se construye a
partir de la contribucion de cada uno de los elementos finitos, y viene dada por la
expresion:

nef 1 nef EA .
zq/TKLMEFq/ 22 I% ( )q TKGLMEFq/ (10)
i=1

En esta expresion se emplean las matrices de rigidez elementales ampliadas al tamafio del
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vector de grados de libertad de la discretizacion, ﬁ;f.

il
m 7

Figura 3. Campo de desplazamientos axiales en la discretizacion de elementos finitos.

Y x|

Se considera una variacidn lineal para el campo de desplazamientos axiales en el interior
del solido flexible. En este caso, se cumple que el factor que introduce la no linealidad en
la matriz de rigidez geométrica es constante e igual para todos los elementos:

s WA et ) i
EA(”2 u) 4 AL _ py AL 11
J% J% L

Esto permite el ensamblaje de las matrices de rigidez elementales, para formar la matriz de
rigidez geométrica global de la discretizacion.

nef 1
V= Z[ KILMEqu+2qu KIGLMEqu:l

1 . nef’ nef
:E T(ZKLMEFJqf_'_ Pq (ZKGLMEFJ (12)

1_ w1 —

= Eq/ KLMEF q, +5 quPK GLmer Ay

En esta expresion, la carga axial, P, es constante para todos los elementos de la
discretizacion, de valor proporcional al incremento de longitud del so6lido elastico en cada
instante de tiempo. La matriz de rigidez geométrica para una discretizacion cualquiera se
puede obtener, en una fase de preproceso, de un programa comercial de elementos finitos,
para cargas unitarias. Se introduce en la formulacion multiplicada por el factor P en cada
instante de tiempo. Asi, la energia de deformacion es,

1_ o
V— f Kuerd s (13)

expresion en la que la matriz de rigidez del método de elementos finitos estd compuesta de
dos términos, la matriz de rigidez constante y la matriz de rigidez geométrica.

Ker =Ky yer *PKGLMEF (14)

En cada instante de tiempo, la deformacion del sistema queda determinada por el producto
de los modos de deformacion multiplicados por las amplitudes correspondientes.
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u()l r 7
m
vol :
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qf: . :[(I)l (I)ne lI!1 lI‘na'jl é :Xy (15)
u() nnd :l
vo nnd
] ennd _fnd a

siendo u,; y v,; los desplazamientos del eje elastico en cada instante de tiempo en el
sistema de referencia movil, y ; el angulo girado por la seccidn, correspondientes al nudo
i. Sustituyendo en la expresion (13) de la energia potencial, se obtiene

V:%yTXTKLMEFXy+%yTXTPKGLMEFXy (16)

Del producto X" K; 1zr X se obtiene la matriz de rigidez constante K; del sélido flexible
referida a las variables modales. El producto )& PK: mer X es el término de la matriz de
rigidez responsable del efecto de rigidizacion dindmica, y de ¢l se obtiene la matriz de
rigidez geométrica K¢ del sélido flexible referida a las variables modales.

Asi, la energia de deformacion referida a las variables modales queda

V:%yTKy con yT:[nT éT] (17)

El vector de fuerzas elésticas del sdlido flexible considerado se obtiene a partir de esta
expresion, derivando respecto a las variables basicas de dicho sélido:

v st q#y Qelast =0
Qelast = _a (18)
si q=y Qeust =Ky

siendo qT =[rOT ul viowt nT F,TJ el vector de variables basicas del solido

flexible considerado, y K la matriz de rigidez proyectada a los modos. Dicho vector,
puede ser expresado en forma compacta como

Qelast =-Kq (19)

2.1. Calculo de esfuerzos.

El vector de variables de un sistema mecanico incluye las amplitudes de los modos de
deformacion estaticos y dindmicos de cada componente considerado flexible. Dichas



Ruth Gutiérrez, Urbano Lugris, Javier Cuadrado y Luis E. Romera

amplitudes determinan el campo de desplazamientos elasticos de un componente flexible,
en el sistema de referencia movil asociado a dicho sélido flexible, q,, y su estado

tensional, que se obtiene al final de cada paso de tiempo.

ne

R l’ld JE—
q, =)0 +> ¥ (20)
i=1 Jj=1

Este vector contiene los desplazamientos nodales del componente estructural considerado
flexible. La extraccion de los desplazamientos nodales elementales, U, en los puntos de
cdlculo permiten la obtencion del estado tensional en dichos puntos, retomando la
discretizacion de elementos finitos,

¢ =CBu (21)

Para obtener los esfuerzos en una discretizacion de elementos viga, en la que la forma
analitica de los modos de deformacion es conocida, en primer lugar se obtiene la posicion
deformada de la barra en el sistema de referencia movil multiplicando dichas funciones
por las amplitudes de los modos de deformacion segun la siguiente expresion:

u() = ¢1771

v, =@, + ¥, +¥,¢8, (22)

O=v, =0, +¥' & +¥', ¢,
Esta expresion nos permite calcular los desplazamientos nodales, G, de cualquier

elemento de una discretizacion propuesta. En segundo lugar, el vector de esfuerzos
nodales elementales, S°, se obtiene,

S =K‘Q (23)

| s 1z igidez . Cu | )
siendo K° la matriz de rigidez elemental. Cuando se considera el fendmeno de

rigidizacion dindmica, la matriz de rigidez elemental K°empleada en el calculo del estado
tensional tiene la siguiente expresion

K* =K/ + PK{, (24)
siendo K la matriz de rigidez elemental constante, K¢, la parte constante de la matriz
de rigidez geométrica y P el esfuerzo axial del elemento considerado

p_ EA
Le

(uy, —u,) (25)

con u; y u; los grados de libertad de desplazamiento axial de dicho elemento.
Considerando la forma de la matriz de rigidez geométrica, expresion (8), la contribucion
de esta ultima al esfuerzo axial es nula.

La modelizacion del desplazamiento axial condiciona la forma de los esfuerzos axiales en la
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viga. La forma del desplazamiento axial se introduce a través de los modos de deformacion
estaticos y dindmicos. En la seleccion de estos modos se emplea la técnica de sintesis modal
con fronteras fijas. El modo axial estatico se define como la deformada que adopta el sistema
cuando se impone un desplazamiento unitario en direccion axial en el extremo del so6lido
flexible viga, fijando el otro extremo. Considerando las funciones de forma del elemento
finito empleado en la discretizacion del solido flexible viga, el modo estatico axial es lineal.
La modelizacion del problema exige la introduccién de, al menos, un modo de
deformacién axial, ya que si no, el término no lineal de las fuerzas elasticas seria nulo.
Asi, el modo mas sencillo de tratar el fendmeno de la rigidizacion geométrica es
considerando un unico modo lineal. Con este modelo, el esfuerzo axial obtenido es
constante en toda la barra, y puede escribirse como,

N =EAu, = EA®, 7, = %771 (26)

Esta modelizacion permite obtener el momento flector en cualquier seccion de la barra, a
partir de la expresion (23) incluyendo la contribucion de la matriz de rigidez lineal y
geométrica. Sin embargo, no permite obtener la variacion longitudinal de los esfuerzos
axiales. Asi, la introduccion de la matriz de rigidez geométrica en la metodologia DSMF
permite la modelizacion precisa y eficiente del fendmeno de rigidizacion geométrica, pero la
precision en el calculo de esfuerzos es mejorable. A continuaciéon se efectian dos
propuestas para mejorar este campo.

3. PROPUESTAS DE MEJORA

3.1. Aumento del numero de modos axiales de deformacion

O+

Figura 4. Campo de desplazamientos axiales en la discretizacion de elementos finitos.

Para conseguir una variacion longitudinal més precisa del esfuerzo axial, se puede mejorar
el campo de desplazamientos axiales, incluyendo modos dindmicos de deformacion que
completen el campo de desplazamientos axiales en el sélido flexible. Se propone la
consideracion de dos modos de deformacidn axiales, el estatico, lineal, y uno dinamico,
senoidal.
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u, = @1771 + SU1§1 (27)

La expresion de la energia potencial se modifica en el sentido de que el factor que
multiplica a al producto ﬁ;T K., MEFE;. para cada elemento de la discretizacion, deja de ser

constante e igual para todos los elementos.
La deformacion axial de cada elemento se puede obtener en funcion de los modos estaticos
y dinamicos introducidos; asi, el factor queda,

uy, —u, AL EA

A" = a2 =B e v - e lm v ana] e9)

Si se divide en una parte constante y una variable,
EA T g S g [BE] [ 2E] |k n, (29)
B E const L var

la energia potencial, comparada con la expresion (16) en la que el campo de
desplazamientos axiales considerado es lineal, tiene nef términos adicionales.

3.2. Formulacion foreshortening

Esta formulacion permite adaptar la metodologia DSMF para contemplar el movimiento
de sistemas mecanicos que sufren rigidizacion geométrica, sin modificar las relaciones
deformacion-desplazamiento, es decir, planteando la energia potencial con las relaciones
deformacion-desplazamiento lineales. En este caso, la no linealidad geométrica se
introduce a través del ‘foreshortening’ o acortamiento por flexiéon a la componente

longitudinal de los desplazamientos elésticos. El campo de desplazamientos axiales queda:

u0=S+uﬁ:s—%j.(v0)2d)_c (30)

donde u, y v, son los desplazamiento en direccion axial y transversal a la viga de los
puntos del eje elastico. u, se divide en dos componentes, s y ug. La componente s es el

desplazamiento axial debido al acortamiento del eje elastico, y ug es el desplazamiento
axial debido a la flexion de la viga, calculado a partir de un punto de referencia x:
La energia de deformacion tiene la expresion:

1 1
V=E£EA(S,X)2df+EJ;EI(v0M)2d)? (31)

cuya forma es la misma que en el caso lineal, cambiando tnicamente el significado de s.
Se considera el campo de desplazamientos propuesto en la Figura 2 para un elemento
finito tipo viga, expresado en forma matricial

10
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—e uO —e* Slej—e*
q,=| " |=5q q; (32)
[ esar (g e

donde qj es el desplazamiento de un punto Xx° interior al elemento, ﬁf son los

desplazamientos de los nudos del elemento, y S; y S; son los vectores de funciones de

interpolacion longitudinales y transversales respectivamente. Si se afiade el
foreshortening, la expresion resultante es:

i) dde o

donde uj es el acortamiento por flexion particularizado para el elemento e. Introduciendo
las funciones de interpolacion del desplazamiento v,, se obtiene el desplazamiento axial

por flexion, respecto al nudo inicial, de un punto interior al elemento, x°, en funcion de
los desplazamientos nodales:

—e T
15 (o8 (ase) . s
e o Lger| 9B “ 5 = HG 34
u, 2!(1 ( j(a— - @ (34)

La matriz H®, que es simétrica, depende inicamente de X°, y puede particularizarse a los
nudos, definiendo una matriz constante:

LleseY [ ose
H = : , 35

que permite calcular el acortamiento por foreshortening total sufrido por un elemento a partir
de sus desplazamientos nodales lineales:

e* 1 e—e*

Uy = 2quH q; (36)
Si la barra estd compuesta por varios elementos, el desplazamiento total debido al
foreshortening sufrido por un nudo i, (nudo inicial del elemento e), es la suma de los
acortamientos de todos los elementos anteriores (del 1 al e-1). Dicho desplazamiento vale

para el nudo i:
—1

uly =— z "THq) (37)

=1

Esta ecuacion se puede expresar en forma matricial para incluir el vector completo de
desplazamientos nodales q*f , denominando H!, a la matriz total correspondiente al nudo i.

11
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H 0 - - o 0]
0 H 0
P L) N I g 18
Up =75 5 H, TS Vi (38)
. 0 .
(0 0 e e e 0

Asi, queda completamente definido el campo de desplazamientos axiales introducido. El
vector de fuerzas elasticas se deduce de la expresion de la energia de deformacion. Esta
formulacion tiene la misma precision que se obtiene teniendo en cuenta todos los términos al
calcular la energia de deformacion, pero utilizando una matriz de rigidez lineal, [5, 6].

4. EJEMPLO

Se considera una viga articulada a un punto fijo en uno de sus extremos moviéndose en un
plano horizontal segtn se indica en la Figura 5. Se desprecian los efectos de la gravedad.
La viga tiene las siguientes propiedades: densidad, p = 3000 Kg/m’, moédulo de
elasticidad, £ = 7.0 10 N/mz, longitud, L = 10 m, seccion, 4 = 4.0 10 mz, momento de
inercia geométrico, /=2.0 107 m*,

Figura 5. Viga articulada con coordenada guiada.

Se presenta la resolucion del movimiento y el estado tensional del sistema, en los puntos
A, B y C, sometido a la siguiente maniobra, que se introduce a través de la coordenada

guiada 6.
2 T 2
o) = 2| L[ Lo | cod 221 |- 0<i<T, (39)
I \2 2« T

s N

con los siguientes pardmetros: w, =6rad /s yT, =15s

Es un ejemplo tipo benchmark, incluido en varios trabajos [3, 7], seleccionado para
caracterizar el fenomeno de rigidizacion dindmica. La maniobra que describe la barra
giratoria es lo suficientemente rapida para que fallen las formulaciones que emplean la
expresion de la energia de deformacion clasica, porque los esfuerzos axiales, debidos a las

12
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fuerzas centrifugas, contribuyen efectivamente a disminuir las deformaciones por flexion.
Para considerar este fendmeno es necesario introducir las relaciones deformacion-
desplazamiento no lineales, si no completas, por lo menos el término que acopla los
desplazamientos axiales y de flexion. La manera mas sencilla es emplear una expresion de
la energia de deformacion ampliada con este término, tal y como se dedujo en el apartado
2, deducida a partir de las relaciones deformacion-desplazamiento no lineales.

Se efectuan tres simulaciones en las que se emplea la metodologia DSMF sobre tres
modelos diferentes de la barra giratoria, que se describen a continuacidon. La diferencia
entre ellos radica en la descripcion del movimiento de pequefia amplitud, responsable de la
deformacion en el sistema de referencia movil, y el campo de desplazamientos axiales, que
se presupone por la seleccion de los modos estaticos y dindmicos de deformacion
incluidos en el calculo.

Modelo #1: se emplean las coordenadas tipicas en elasticidad para una viga con
movimiento plano en pequefias deformaciones: los desplazamientos en las direcciones
axial y perpendicular de los puntos del eje elastico y el giro del mismo respecto a la
direccion perpendicular al plano del movimiento. El campo de desplazamientos axiales
propuesto es lineal.

Modelo #2: se emplean las coordenadas tipicas en elasticidad para una viga con
movimiento plano, pero se mejora el campo de desplazamientos axiales, proponiendo la
superposicion de dos modos, uno estatico y uno dindmico, con variacion lineal y senoidal,
respectivamente.

Modelo #3: se emplean como coordenadas de la viga con movimiento plano el
desplazamiento en la direccion axial denominado “foreshortening”, que es el
desplazamiento en la direccion longitudinal de una seccion de la viga debida a la
deformacion por flexion del sistema. Ademas, se utiliza el desplazamiento en la direccion
perpendicular de los puntos del eje elastico y el giro del mismo respecto a la direccidon
perpendicular al plano del movimiento. En este caso no es necesaria la introduccion de un
modo de deformacion axial para modelizar el fendémeno de rigidizacidon geométrica.

Se efectiia asimismo, una cuarta simulacion de la maniobra descrita con un programa
comercial de elementos finitos, COSMOS/M v2.9, que tiene como objetivo la
comparacion de los esfuerzos. El método de elementos finitos es una técnica de calculo
completamente distinta de la metodologia DSMF, por lo que se puede usar para comparar
resultados; ademas, es muy accesible y ampliamente empleada para el analisis de
tensiones y deformaciones de sistemas estructurales; asimismo, los programas de
elementos finitos en régimen dindmico no lineal contemplan automaticamente todos los
efectos no lineales, incluidos los relativos a una no linealidad geométrica, por lo que los
resultados de esta cuarta y tiltima simulacidn se usan como referencia.

A continuacion se describen los modelos.

El modelo #1. En la articulacioén de la barra se situa la base formada por el punto p1 y los
vectores v1 y v2. En el extremo de la barra se define el punto p2. El desplazamiento local
unitario en la direccion axial del punto p2 da lugar al modo de deformacién estética axial
@,. El desplazamiento unitario de dicho punto en direccidon perpendicular al elemento da
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lugar al modo de deformacion estdtica a flexion @,. Ademads, para representar con mas
exactitud la configuracion deformada de la barra, se afiaden los modos de deformacion
dindmicos %y ¥, que son los modos naturales de vibracion a flexion de la barra con las
fronteras fijas, es decir, los correspondientes a una viga empotrado-articulada. EI modo
axial senoidal, ¥;, no interviene en este modelo.

Figura 6. Modelizacion de una viga articulada flexible: a) modos axiales de deformacion; b) modos
transversales de deformacion.

La forma de las funciones @, @ ¥y % es conocida [8] y se representan en la Figura 6. Su
expresion matemadtica es la siguiente:

D = 0<x<L
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En este modelo se ha incluido un tnico modo lineal de deformacion axial que es el modo
mas sencillo que permite caracterizar el movimiento del sistema propuesto en este
ejemplo. La seleccion de los modos de vibracion de flexion es debida a que el sistema
considerado, bajo la carga descrita, es suficientemente esbelto como para tener un
comportamiento de viga plana de Euler-Bernouilli, pudiendo despreciarse la energia de
deformacion por cortante.

Asi, el vector de variables del problema queda:

qT = [ 0 le VIy V2x V2y ™ U 51 52 p2x p2y] (41)

donde 17, 71, & y &, son las amplitudes de los modos estaticos y dindmicos,

(40)

respectivamente. Por tanto, el nimero total de variables es 11, de las que sd6lo 5 son
independientes.
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En cada instante de tiempo, la deformacion del sistema queda determinada por el producto
de los modos de deformacion descritos multiplicados por las amplitudes correspondientes.
La energia de deformacion expresada en funcion de las amplitudes de los modos de
deformacion queda:

1t . 1t . . . | . .
V= [EA(®p,) dx +5jE1(q52772 +PE+WIE, )zabc+E [EAdn, (0m, +7,& + P&, ) dx (42)
0 0

0

Asi, la energia de deformacion del sistema puede ser expresada en forma matricial como,

V=%quLqe+%qucqe =%qZqu (43)

siendo q, el vector que contiene las coordenadas elasticas (amplitudes modales) y K la

matriz de rigidez condensada a los modos, que estad formada por dos términos: la matriz de
rigidez constante y la matriz de rigidez geométrica, que es lineal con respecto a la
coordenada elastica 77;. Si los modos de deformacion se introducen mediante las funciones

tedricas conocidas mostradas en la expresion (40), los términos de estas matrices, K; y
Kg, y por tanto, la matriz de rigidez condensada a los modos, K, se puede obtener en una
fase de preproceso.

El modelo #2 queda reflejado en la Figura 6; mejora el campo de desplazamientos axiales,
u,, del modelo #1, introduciendo, adicionalmente, un modo dinamico de deformacidén
senoidal, que se representa en direccion perpendicular a la viga en dicha figura junto con
el modo axial lineal. El campo de desplazamientos v,, es el mismo en ambos modelos, y
por tanto, no se representa.

[ ®
V.= sm( é j (44)

En el modelo #3 no se introduce ningiin campo de desplazamientos axiales. Se emplean
tres modos de deformacion transversal, uno estatico, @, y dos dindmicos, ¥ y #. Estas
funciones son las mismas que las mencionadas para el modelo #1.

Para la cuarta simulacion, con el método de elementos finitos, se emplea el modelo EF,
consistente en una malla de diez elementos viga bidimensional (BEAM2D), de igual
longitud, con tres grados de libertad por nudo: los dos desplazamientos en el plano y el giro
perpendicular al mismo. Las condiciones de contorno consisten en imponer traslaciones
nulas en el primer nudo, que es fijo. El programa permite asociar el grado de libertad giro
del primer nudo del primer elemento, a una curva temporal, definida por la expresion (39);
esto permite guiar cinematicamente la viga.

Se realiza un anélisis dindmico no lineal con control en fuerzas, empleando el codigo
comercial COSMOS/M 2.9. Las ecuaciones dinamicas de equilibrio se integran utilizando
el método de Newmark, con parametros 8=0.5 y a=0.5625, para introducir un ligero
amortiguamiento numérico que reduce parte de la inestabilidad de la solucion. Como
procedimiento iterativo se emplea el método de Newton-Raphson, calculando la matriz de
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rigidez del sistema en cada iteracion, dentro de cada paso.

Los resultados de la simulacion efectuada con el modelo #1 se comparan con los obtenidos
en [3], para constatar la extension sencilla y eficiente de la metodologia DSMF al
tratamiento del fendmeno de la rigidizacion geométrica, incluyendo la matriz de rigidez
geométrica. En la Figura 7 se presentan los desplazamientos del extremo de la viga, v,,
para los tres modelos.

1,00E-01

0,00E+00 - Yoid

-1,00E-01 -

-2,00E-01 - — Modelo #1
\ Modelo #2
-3,00E-01 4 \ Modelo #3

-4,00E-01
-5,00E-01 - \/

-6,00E-01

Desplazamientos (m)

0 5 10 15
Tiempo (s)

Figura 7. Desplazamiento elastico v, del extremo de la viga.

En la Figura 8 se pueden observar tres graficas de los esfuerzos axiales sufridos por la
viga en los puntos A, B, y C, que son el punto de unidn con la articulacion, el punto medio
de la barra y extremo libre respectivamente. En cada una de las graficas se exponen los
resultados de los modelos descritos, en las cuatro simulaciones de 15 segundos de
duracion. Se observa que los maximos se producen en el punto A.

El modelo #1, produce un esfuerzo constante en toda la viga, por lo que se ve la misma
funcién en las tres graficas. Observando su variacion a lo largo del tiempo en cualquiera
de las tres graficas, se puede ver claramente el fendémeno de rigidizacion dindmica, en el
sentido de cémo los esfuerzos axiales se van incrementando a medida que la viga va
girando mas rapido, estabilizdndose cuando se alcanza la velocidad de funcionamiento de
6 rad/s.

El modelo #2 mejora los resultados del modelo #1. En la Figura 8 se puede observar la
variacion longitudinal del esfuerzo axial en los puntos A, B y C; los resultados se acercan
mas a los producidos por la simulacién de elementos finitos. El modelo #3 no produce
esfuerzos axiales, porque no se introducen modos de deformacion axial.

Todos los modelos debieran dar esfuerzo axial nulo en el punto C. No ocurre esto en el
modelo #1 porque el esfuerzo que produce es constante en toda la viga, incluido el
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extremo libre; EI modelo #2 da un valor mucho mas cercano al valor tedrico nulo, porque
introduce una aproximacion mejor de los desplazamientos axiales. El modelo de elementos
finitos, modelo EF, tampoco produce esfuerzo axial nulo por considerar masas
concentradas en nudos. En el ultimo elemento las fuerzas de inercia axiales provocan un
esfuerzo axial.
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1200 + Modelo #2
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400 -

Esfuerzo axial en pto A (N)

0 T T
0 5 10 15
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Figura 8. Esfuerzos axiales en los puntos A, By C de la viga.
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Figura 9. Momentos flectores en los puntos A, By C de la viga.

Los resultados de momento flector se muestran en la Figura 9. Las tres graficas
corresponden a los puntos A, By C de la viga. En cada grafica se muestran los flectores de
los cuatro modelos descritos. Los maximos se producen en A. En este caso, los flectores

predichos por todos los modelos se anulan en C.

El tiempo de CPU empleado por cada uno de los modelos se muestra en la siguiente tabla.
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Modelo Tiempo CPU (s)
Modelo #1 11.03
Modelo #2 12.96
Modelo #3 10.13
Modelo EF 357.00

Tabla 1. Tiempos de CPU empleados en las simulaciones.

5. CONCLUSIONES

Los tres modelos empleados permiten la modelizacion del fenomeno de rigidizacion
geométrica. En este trabajo se ha analizado la precision de los esfuerzos que se
pueden obtener con cada uno de ellos y la eficiencia de las simulaciones efectuadas.
El modelo #1 permite el célculo de diagramas de momentos flectores del sistema en
cada paso de tiempo. En la caracterizacion del fenomeno de rigidizacion geométrica,
el término de acoplamiento entre los desplazamientos en direccion axial y transversal
es decisivo. Asi, el modelo #2 mejora la precision de los momentos flectores al
completar el campo de desplazamientos axiales. Dicho modelo también permite
mayor precision en el calculo de los esfuerzos axiales, obteniendo una variacion a lo
largo del eje longitudinal de la barra acorde con los esfuerzos axiales que provocan
las fuerzas de inercia centrifugas en la direccion axial por el giro de la barra respecto
de uno de sus extremos considerado fijo.

El modelo #3 no permite el calculo de esfuerzos axiales, ya que no introduce ningiin
campo axial de deformacion, pero permite el calculo de momentos flectores con una
precision similar a la del modelo #2.

Con respecto a la eficiencia, los tres modelos ensayados son muy eficientes,
efectuando la simulacién de 15 segundos de duracidén en un tiempo por debajo del
tiempo real, sobre un ordenador personal convencional, siendo el modelo #3 el mas
eficiente. En este aspecto, la diferencia con respecto a los métodos globales es
importante, y crece con la complejidad del sistema simulado, representando una
ventaja comparativa de cara a tareas como el disefio de este tipo de sistemas, donde
el estado tensional en condiciones de funcionamiento resulta importante.
Resumiendo, el modelo #1 es la forma mas sencilla de incluir el fendmeno de
rigidizacion geométrica; da resultados precisos en un gran numero de casos, aunque
no permite la obtencion de esfuerzos axiales con precision. El modelo #2 incluye un
mayor numero de modos de deformacion, permitiendo una caracterizacion mas
precisa del fenomeno y mejorando explicitamente el campo de esfuerzos axiales
respecto del anterior. El modelo #3 es una forma menos sistematica de introducir
dicho fendmeno, aunque tan precisa como el modelo #2 y mas eficiente; sin embargo,
para obtener esfuerzos axiales seria necesario introducir modificaciones adicionales
pueden afectar al tiempo de calculo.
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